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1. Introduccion

En este manual se presentan todas las herramientas béasicas para poder resolver
problemas de control éptimo en Maple, es decir, comenzado de operaciones alge-
braicas simples pasando por optimizacién estatica y por como resolver sistemas
de ecuaciones diferenciales.

Para el estudio de este manual se recomienda seguir paso a paso cada uno
de los ejercicios realizados en él, para que asi, se puedan solucionar prontamente
los problemas que surjan en el camino y entender mejor las potencialidades y
limitaciones de Maple.

2. Operaciones basicas en Maple

Para comenzar se debe ir al menu de inicio después a todos los programas y
por ultimo a Maple. Una vez ahi nos encontraremos con una pagina en blanco
llamada Maple worksheet con un signo mayor igual(>), el cual nos indica que
se estd listo para introducir los comandos necesarios para las operaciones que
se quieren realizar, estos comandos se escriben en color rojo mientras que los
resultados son representados en color azul y centrados (si no tiene la suerte de
tener el apunte en colores, de aqui en adelante, todo lo que se escriba después de
un > es un comando introducido por nosotros en Maple y todo lo centrado es el
resultado), ejemplo: escribe 1+1; y presiona enter.(el “;” es indispensable para
realizar cualquier operacién en Maple e indica que ahi termina la operaciéon que
se quiere ejecutar)

> 1+1;

2
veamos mas operaciones
> 10x%5;

50
> 374;

81



> x*y/2;

2y
> log(1);
0
> pix*2;
2m
> exp(3*x);
e(32)

Creo ya tienes la idea. En Maple las operaciones sobre funciones son, por lo
general, de la siguiente forma:

operacion( funcién, dominio);

aunque esto puede parecer un poco vago se nos aclarard enseguida con algunos
ejemplos, calculemos las siguientes operaciones:

X

> sum(1/k"2, k=1..infinity );

1/6 72
10
—ILi= i
> product(i,i=1..10);
3628800
—8%(2363)
> diff(2%x73,x%);
6 22

Algo que nos puede ser de gran utilidad es darnos cuenta que Maple nos puede
servir como procesador de texto ya que en la barra de herramientas existe un
icono con una T lo cual nos permite ingresar texto entre los resultados y ademés
si escribimos las operaciones con mayusculas Maple no nos entrega los resultados
sino que la funcién misma, por ejemplo:

> Product(i,i=1..10);



Luego podemos escribir la operacién y el resultado juntos:
> Product(n,n=1..10)=product(n,n=1..10);
10
[] » = 3628800

n=1

> Sum(1/k~2, k=1..infinity )=sum(1/k~2, k=1..infinity );

i r 72
— k2 6
Después vasta con ir a la barra de herramientas y en File se encuentra la opcién
FEzport as y estan las opciones de guardado en Word (RTF), IXTEX (o Scientific
Word) o HTML (para paginas Web). Gran parte de éste apunte esta escrito en
Maple.
Volviendo a lo nuestro, nos serd ttil a futuro saber que podemos etiquetar las
funciones y asi no tener que escribirlas cada vez que necesitemos ejecutarlas, esto
se hace asi:

nombre de la funcién:= funcién; (los signos := son fundamentales)

por ejemplo, etiquetemos sin(x):
> a:= sin(x);
a := sin (z)
ahora derivemos a a respecto a x
> diff(a,x);
cos (x)
si lo que se necesita es obtener valores numéricos de la funcién la tendrd que
guardar de la siguiente forma:

nombre de la funcién:= variables del dominio de la funcién -> funcién; por
ejemplo:
> bi= (x,y)->x"2-6%y"3;
b= (z,y) — 22— 693

jcuanto valdra nuestra funcién el punto (1,2)7, es aqui donde introducimos el
comando evalf

> evalf(b(1,2));

—47.0

donde b es la funcién y lo que esta entre paréntesis es el punto que quere-
mos evaluar. Ahora ya estamos en condiciones de resolver sistemas de ecuaciones,
resolvamos el siguiente problema:



123 4 5 Z 41
55 4 3 2 [ 20
03 4 -8 2 2_125
111 1 1 ) 9

aqui hay que hacer notar que Maple no trabaja muy bien con matrices
asi que para introducir el sistema habra que introducirlo en forma de ecua-
ciones, esto se hace asi:

> eqnl := h+2%b+3*c+4*d+b*xe=41;
eqnl = h+2b+3c+4d+5e =141
> eqn2 := bxh+bxb+4d*xc+3*xd+2*e=20;
eqn2 = 5h+5b+4c+3d+2e=20
>  eqn3d := 3xb+4xc-8xd+2%e=125;
eqnd = 3b+4c—8d+2e=125
> eqn4d := h+b+c+d+e=9;

eqng = h+b+c+d+e=9
Para resolver el sistema ocupamos el comando solve, podemos apreciar
que es un sistema de cuatro ecuaciones y cinco incégnitas, luego tendremos
que dejar los términos en funcién de otro, esto se hace de la siguiente manera:

> solve( {eqnl, eqn2,eqn3, eqnd} );

{(h=2,c=3"4+3ldb=-10—11/2de=-7 - Bd d=d}
Como podemos apreciar Maple dejé todo en funcién de d, puede ser que
necesitemos dejar todo en funcién de otra variable, por ejemplo e esto se haria

de la siguiente forma:
> solve( {eqnl, eqn2,eqn3, eqn4}, {h, b, c, d} );

{h:2,d:f%f%e,c:%f%e,b:f%+%e

lo que se hizo aqui fue pedirle a Maple que resolviera las ecuaciones 1, 2,
3 ,4 y las incégnitas h, b, ¢, d; luego todo se deja en funcién de la variable
omitida, en este caso e, agreguemos una quinta ecuacién para obtener una
solucién numérica y no algebraica:

> eqnb:= e=10;

eqnd = e =10
ahora resolvamos el sistema:
> solve( {eqnl, eqn2,eqn3, eqn4, eqnb});

_ _ _ 93 _ 173 _ 119
{h=2,e=10,b=-9 c=18 g= 1191



3. Herramientas de Calculo

En el apartado vimos que Maple no sélo resuelve operaciones matematicas
de algebra sino que también vimos que podia derivar. A continuacién se presenta
como calcular integrales indefinidas y definidas, expandir por Taylor y sacar limites

— [ sin(z)dx
> int( sin(x),x);
—cos (x)
—-ffwsin(x)dx
> int(sin(x), x=1..3%Pi);
cos(l)+1

—expandir por taylor cos(z) respecto a x
> taylor(cos(x),x);
series (1 —1/22* + 1/242* 4+ O (2°) , z,6)
—lim, oo (14+1/n)"

> limit((1+1/n) n,n=infinity);
e
Ademds Maple trae un package de célculo vectorial llamado VectorCal-
culus que nos permite, entre otras cosas, encontrar el vector gradiente, el
Hessiano y el Jacobiano de una funciéon o un conjunto de funciones. Primero
hay que activar el package

> with(VectorCalculus);

Warning, the assigned names <,> and <|> now have a global binding
<br>

Warning, these protected names have been redefined and
unprotected: *, +, ., D, Vector, diff, int, limit, series <br>

El segundo paso es siempre definir en que plano nos vamos a manejar (ej:
Cartesiano, Polar), el niimero de dimensiones y cuales son las variables
> SetCoordinates(cartesian[x,y]);

cartesiany
Acd lo que hicimos fue decirle a Maple que trabajaremos en un plano Carte-
siano, en R? y que nuestras variables serdn z e y. Para ilustrar como funcionan
estos comandos trabajaremos con la siguiente funcién z2sin(y) a la cual lla-
maremos c.



> c:=x"2*sin(y);

c:= x?sin(y)

> Gradient(c);
2xsin(y)
[ x2cos(y) }
> Hessian(c, [x,y]1);
2xcos(y) —a?sin(y)
> Jacobian([c], [x,y]);

[ 2sin(y) 2z cos(y) ]

[ 2zsin(y) %cos(y) |

Por 1ltimo con un package llamado LinearAlgebra podemos calcular de-
terminantes de matrices cuadradas, primero guardemos el Hessiano

> h:=Hessian(c, [x,y]);

2sin(y) 2z cos(y)
h:= 2 .
2z cos(y) —x®sin(y)
y ahora ejecutar el package
> with(LinearAlgebra) ;

Warning, the names
&x, CrossProduct and DotProduct have been rebound

y el determinante se calcula de la siguiente manera

> Determinant(h);

2:E2 2

—2sin(y) — 422 cos(y)

Todo esto nos serd muy util en el item de optimizacion estatica.

4. Ecuaciones Diferenciales Lineales

En los siguientes apartados se introducira la forma de como resolver ecua-
ciones diferenciales y sistemas de ecuaciones diferenciales, el comando para
resolver éste tipo de problemas es dsolve (este comando es andlogo a solve y
evalf vistos ya con anterioridad), por otro lado, la forma que usaremos para
representar las derivadas de la funcién sera con el comando D y las derivadas
parciales de una variable respecto a otra con diff, en este apartado usaremos
principalmente las derivadas de la funcién. Partamos con el problema més
simple, crecimiento exponencial (y; = ay;), primero etiquetemos la ecuacién:

> ecdl:= D(y) (t)=a*xy(t);

ecdl := D (y) (t) = ay (t)



Ahora obtengamos la soluciéon general
> dsolve(ecdl);
y(t) = _C1e*

donde C1 representa la constante 1, jcudl serd la solucién particular si
y(0) = 1007, introduzcamos la condicién inicial:

> CI1l:= y(0)=100;

CI1 := y(0) =100
y ahora resolvamos
> dsolve( {ecdl,CI1},{y(t)});
y (t) = 100 e™

lo que hicimos fue decirle al Maple que resolviera una ecuacién diferencial
(dsolve), que la tenfa que resolver para la ecuacién diferencial 1 y la condicién
inicial 1 (ecdl, CI1) y que resolviera respecto a y(t) ({y(t)}). Veamos ahora
un sistema con entradas de la forma y; = ay: + b y con la condicién inicial
y(0) = yo:

> ecd2:= D(y) (t)=axy(t) + b;

ecd?2 := D (y)(t) =ay(t)+b
> CI2:= y(0)= yO;
CI2 := y(0) = y0
> dsolve({ecd2,CI2},{y(t)});
y (t) _ _g + (b+yza)e‘”

que es la misma solucién obtenida en la pagina 38 del libro del curso!.

Para explicar un poco la notacién en sistemas de orden mayor consideremos
el siguiente ejemplo: y;” + 3y, — 3y’ + 5 = 0. Existen al menos dos formas de
escribirlo, la primera es la siguiente:

> ecd3:= D(D(D(y))) (£)+3*D(D(y)) (t)-3*D(y) (t)+5=0;
ecd3 = (D(g)) (y) () +3 (DP) (y) (t) = 3D (y) (t) +5=10
aca lo que se le estd pidiendo a Maple es “ calcula la derivada de la derivada
de la derivada de y respecto a t” y una forma alternativa de hacerlo es asi:
>  ec4:=(DE3) (y) (t)+3*(DE2) (y) (t)-3*D(y) (t)+5=0;
eci = (D) (y) (1) +3 (DP) (y) () =3D(y) (1) +5=0
y acd lo que se le esta pidiendo es “ calcula la tercera derivada de y respecto

a t”, claramente entre mayor sea el orden del sistema mdas conveniente sera el
segundo método.

Mntroduccién al andlisis de sistemas dindmicos de Gonzalo Edwards, de ahora en adelante
todas las referencias que se hagan son a éste libro



Un caso que quizas nos podria llegar a dar problemas seria si la solucién al
sistema es compleja, para ver lo que sucede resolvamos la siguiente ecuacién
diferencial (y de paso introduciremos otra forma de resolver problemas):3y” +
y' +2y =0; y(0) = 30; ¢'(0) =10
> dsolve({3%(D@02) (y) (t)+D(y) (t)+2*y(t)=0,y(0)=30, D(y) (0)=10}, {y () });

y(t) = % V23e~ /6t gin (1/6 v23t) + 30 e 1/6% cos (1/6 v23t)

Dos cosas son interesantes acd, la primera es que Maple nos entrega las solu-
ciones complejas a través de senos y cosenos tal como estamos acostumbrados vy,
la segunda, que no es necesario etiquetar la ecuacion y las condiciones iniciales por
separado para después resolver, sino que se puede hacer todo junto. Mi recomen-
dacion particular es que las introduzcas por separado para asi poder detectar mas
facilmente los posibles errores de tipeo.

5. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

A continuacién empezaremos a estudiar sistemas de ODE’s, los principios para
resolver estos sistemas en si son los mismos que en el apartado anterior sélo que en
vez de pedir que nos resuelva una ODE pedimos que nos resuelva n. El método es
analogo al visto para resolver un sistema de ecuaciones, lo inico que cambia es el
comando que ejecuta la accién que, como ya vimos, esta vez es dsolve. Resolvamos

Primero hay que introducir las ecuaciones, esto lo podemos hacer de la for-
ma que ya conocemos (etiquetando cada una por separado) o bien etiquetando
ambas de una sola vez, lo cual se hace de la siguiente forma:

> sysl:=D(x) (t)=2xx(t)+y(t),D(y) (t)=2*x(t)+3*y(t);

sysl = D (x) (t) =2z (t) +y(t), D(y) (t) =2 (t) + 3y (1)
ahora resolvamos:

> dsolve({sysi},{y(£),x(£)});

{z(t)=1/2_C1e* — _C2€',y(t) = _Cle't +_C2e'}

Esta es la misma solucién al ejemplo 10.4 del libro, s6lo que en el libro esta es-
crita matricialmente.

Aqui, a diferencia de cuando queriamos resolver una ecuacién diferencial,
siempre tenemos que introducir respecto a qué estamos resolviendo. Obteng-
amos ahora una solucién especifica introduciendo las siguientes condiciones
iniciales, x(0)=100 y y(0)=50

> CI3:= x(0)=100, y(0)=50;

10



CI3 = z(0) = 100, y (0) = 50
resolviendo obtenemos
> dsolve({sys1,CI3},{y(t),x(t)});
{z(t) =50e* +50€',y (t) =100e*" — 50€' }
Intentemos ahora resolver la siguiente ecuacién (ejemplo 10.7):

(- (23 () (1)

Como podemos apreciar la parte homogénea no ha cambiado respecto al
ejemplo anterior, sélo que ahora le hemos introducido una entrada, resolvamos

el sistema.:
> sys2:=D(x) (t)=2xx(t)+y(t)+exp(-0.5%t),
> D(y) (£)=2xx(t)+3*y(t)+4*exp(-0.5%t);

sys2 == D(z)(t) =22 (t) +y(t) +e 9 D(y) (t) =22 (t) + 3y (t) + 4e 0!
> dsolve({sys2},{y(t),x(t)});

{yt)=e'"_C2+¢'_C1 — 22 e 12t p(t) =1/2e*_C2 — et _C1 + Z e_l/Zt}
La unica diferencia que existe entre la solucién del ejemplo 10.7 y ésta, es que
como existen términos en comun en la solucién homogénea y la particular, Maple
incorporé estos valores a las constantes del sistema homogéneo.

6. Optimizacién Estatica
6.1. Optimizacion sin Restricciones

El problema es méxxern f(x) 0 bien mingegn f(x), pero como méax —f(x) =
min f(x) sélo daremos condiciones para un méaximo, estas son

s CPO: El gradiente igual a cero.

V=0

s CS0: El Hessiano es negativo semidefinido
Maximicemos g(z,y) = —22 — 0,5y? — 5o — 3y, primero introduzcamos la fun-
cién

> gi=-x"2-0.5%y " 2-b*xx-3*y;

g:=—-22-05y> 52— 3y
ahora encontremos las condiciones de primer orden

11



> cpol:= diff(g,x)=0;

cpol .= —-2x—-5=0
diff(g,y)=0;

cpo2 :=—-10y—3=0

y resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos

> cpo2:

> solve({cpol,cpo2});
{y=-3.,x=-25}
Pero serd un maximo? veamos las condiciones de segundo orden, pero
primero hay que activar el package VectorCalculus

> with(VectorCalculus):

Warning, the names &x, CrossProduct and DotProduct have been
rebound

y el Hessiano es

> r:= Hessian(g, [x,y]);

=2 o0
"0 —10

Podemos ver que el primer menor es igual a -2 y que el determinante es 2 y
por tanto es un maximo pero la idea es usar las herramientas de Maple asi que
necesitamos el package LinearAlgebra

> with(LinearAlgebra):

y calculamos el determinante

> Determinant(r);

2,0
es un minimo.
6.2. Optimizacion con Restricciones de Igualdad

En esta seccion queremos ilustrar un método para resolver el siguiente proble-

;%%5 f(z1, 22, ...y xp) s.a.

bl = gl(wl,xg, ceey -Tn)

b = gm(x1, 22, ..., Ty)
Sabemos que, si usamos el método de Lagrange, la solucién es aumentar el nimero
de dimensiones de n a n + m usando m variables auxiliares (tantas como restric-
ciones tengamos), asi el problema nos queda

m

XERI}}%\ER’” £ = f(Ilaqua afEn) + Z;A’L(bl - gi($1,$27 7xn))
1=

12



y las condiciones para encontrar un maximo son:

= (CPO): El gradiente del lagrangiano igual a cero

VE=0=Vf-AVg=0=Vf=AVyg

» (CSO): La secuencia de n —m menores orlados del Hessiano, partiendo del
menor 1+m, alternen de signo de la forma (—1)*™ (h) o que la funcién
objetivo sea céncava y que el set de restricciones sea convexo (c)2.

Todas estas conclusiones son validas en un problema de maximizacién pero

como min f(z) = max — f(z) todos los problemas se pueden transformar en
uno de maximizacion.

Para explicar la optimizacién con restricciones lo mas facil, nuevamente, es
partir por un ejemplo. Minimicemos la distancia de un punto en R3 respecto
a otro y con una restriccién (para que tenga un sentido el problema, sino la
solucién serfa el mismo punto). Para esto tenemos que usar el package llamado
VectorCalculus, partamos ejecutandolo:

> restart;with(VectorCalculus):interface(showassumed=0);

Warning, the assigned names <,> and <|> now have a global binding
<br>

Warning, these protected names have been redefined and
unprotected: *, +, ., D, Vector, diff, int, limit, series <br>
Definamos el niimero de dimensiones del problema
> SetCoordinates(cartesianl[x,y,z]);

cartesiany y, »

Supongamos que el punto en cuestién es (3, 2, 3), entonces la funcién que
quieres minimizar el la siguiente:

> f:=(x-3)"2+(y-2)"2+(z-3)"2;
fr=(@=3)"+ -2+ (-3
Y agreguemos la siguiente restriccion x+2y+4z=10
> cond := 10-(1*x + 2x%y+4x*z);
cond : =10 —x -2y —4z

Ahora estamos en condiciones de formar el lagrangiano (lag), pero como este es
un problema de minimizacién hay que transformarlo en uno de maximizacién

2Se puede demostrar que ¢ = h, pero que h % ¢, luego ¢ es una condicién més fuerte que h.

13



> lag:= -(f+lambdax*cond) ;

lag:=—(x—3)2—(y—22—(2-3)2 - AN(10—z -2y —42)

La condicién necesaria de primer orden nos dice que la derivada del lagrangiano
respecto a cada variable es igual a cero

> cpol:= diff(lag,x)=0;

cpol :==2x+6+A=0
> cpo2:= diff(lag,y)=0;

cpo2 = —2y+44+2X=0
> cpo3:= diff(lag,z)=0;

cpol == —2246+4X=0
> cpo4d:= diff(lag,lambda)=0;

cpog :=—10+x+2y+42=0

luego vasta con resolver el sistema de ecuaciones
> solve({cpol,cpo2,cpo3,cpod});
18 —6 9

8
:—)\:7 = — = —
{I’ 77 772 77y 7}

Para la condicién de segundo orden hay que analizar el Hessiano

> h:=Hessian(lag, [x,y,z,lambda]l);

-2 0 01

0 -2 0 2

hi= 0 0 -2 4
1 2 40

para esto usamos el package LinearAlgebra

> with(LinearAlgebra):

Warning, the names &x, CrossProduct and DotProduct have been
rebound

El primer menor tiene que ser positivo: -2(-2)-0(0)=4 y lo es, el segundo tiene
que ser negativo y se calcula de la siguiente forma
> Minor(h,4,4);
-8

Lo hizo Maple fue calcular el menor de h correspondiente a borrar la cuarta fila
y la cuarta columna, Por tltimo el determinante debe ser positivo

14



> Determinant (h);
84
6.3. Optimizacion con Restricciones de Desigualdad

Maple tiene un package llamado Simplex para resolver este tipo de prob-
lemas pero tiene la gran limitacién que sélo puede ser usado con funciones
de grado uno. Afortunadamente con el método de Kuhn-Tucker uno puede
replicar los pasos del apartado anterior y analizar todos los casos posibles (Esto
se deja al lector). A modo de ejemplificar como funciona el package Simplex
acd se presenta como maximizar x — y sujeto a 3x — 4y < 5,dx 4+ 3y <4y
después el mismo problema pero se le agregan condiciones de no negatividad.

> with(simplex):

Warning, the protected names maximize and minimize have been
redefined and unprotected

> maximize(x-y,{3*x-4%y<=5,4xx+3*y<=4}

> )3
31 -8
r=pv=%
> maximize(x-y,{3*x-4*y<=5,4*x+3*y<=4} NONNEGATIVE) ;
{y=0,2z=1}

Si lo que queremos es minimizar se tiene que ocupar el comando minimize en
vez de maximize, ademads este package sirve para resolver problemas con restric-
ciones de igualdad pero con las mismas limitaciones ya mencionadas.

7. Control Optimo
En esta parte se desarrollara un método para resolver problemas de la forma

T
Mazxz J=9(x(T)) +/0 I(z(t),u(t))dt

s.a () = flz(t),u(t)), z(t) =z

Para resolver un problema de control 6ptimo debemos ocupar las herramientas de-
sarrolladas con anterioridad. Como siempre la mejor forma de ilustrar el problema
es con un ejemplo, resolvamos el siguiente problema

4
Max J =4x1(4) + x2(4) — 0,5/ u(t)®dt s.a
0

15



[501-[2 ][9]+ [s]o

EteH =
Asi las condiciones para un maximo son:
Lo (%)
2. (¥%)

50 = X%0] = ]| 5 g ]+

4 ) Ae(4)] =4 1]
5. mawyy HA(),z(t),u(t)) = N(t)f(x,u) + 1(z,u)

Resolvamos la condicién ¢) y d), por notacién definimos A\ =z y \; = w
> C3:=-D(z) (t)=2*z(t), -D(w) (£)=3*w(t);
C3 = -D(z)(t)=22(t), =D (w)(t) =3w(t)
> C4:= z(4)=4, w(d)=1;
Ci=z4)=4w(4) =1

> dsolve({C3,C4},{z(t),w(t)});

{z(t) =4e*2  w(t) =273}
Con esto ya podemos construir el Hamiltoniano
> H:=8%e” (8-2%t) *x+3*%e” (12-3%t) *y+(4*e” (8-12%t) +2*e” (12-3*t) ) *u-0.5*%u"2;

H = 8¢e8 2y + 31273ty + (4 872t 42 612_3t) u—0,5u?

> C5:= diff(H,u);

C5 = 4e872t 21273t _ 1 0w
> solve(C5=0,u);

{u=4,080-20t 4 9 0¢120-30t)

8. Graficos en 2 y 3 dimensiones

Maple es muy amigable para hacer graficos, esto se hace con el comando
plot cuando se trata de hacer graficos en dos dimensiones y con plot3d cuando
se quiere hacer en tres, hagamos un gréfico simple: sin(x), para el intervalo
[—27, 27], que muestre sélo valores del recorrido en el intervalo [—2,2] y que
lo haga en azul (el color por default es rojo) :

16



> plot( sin(x),x=-2%Pi..2%Pi, y=-2..2,title="y = sin(x)", color=[blue]
)

y=si n( x)

24

o
T T T T T T N T 1T T 1T 1yr o

-6 -a -2

T N L SR

simple jo no?, intentemos algo mas complicado. Imaginemos una funcién de util-
idad Cobb-Duglas de la siguiente forma.... grafiquemos el mapa de curvas de in-
diferencia para los niveles de utilidad 2, 5, 7.5, 10 y agreguemos ademas la solucién
al problema del consumidor si el ingreso del individuo es 40 y el precio de ambos
bienes es 2. dado que queremos un grafico en dos dimensiones tendremos que dejar
todo expresado en una variable, por ejemplo dejemos y en funcién de x:

=2
0,5 _ (U
y = y= (:):075>

- P,
I=Pax+ Py = y:u
By

= 330,5

= y=20—=x

Ahora grafiquemos las curvas de indiferencia en rojo y la restriccién pre-
supuestaria en azul (ojo se acot6 el dominio):

> plot([(10/x7(0.5))"2,(5/x7(0.5))"2,(7.5/x~(0.5))"2,(2/x~(0.5))"2,20-x],
> x=6..14, color=[red,red,red,red,blue],title="Curvas de
> indiferencia " );
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Por tltimo hagamos un grafico en 3d de ze=7*=v?) restringiendo el dominio y el
recorrido al intervalo -2,2 y que lo entregue en un cuadrado (esto se recomienda
para no perder la nocién de altura y profundidad):
> plot3d(xxexp(-x~2-y~2),x=-2..2,y=-2..2,axes=B0OXED,
title="el gréafico de un plano" );

Unpl ano
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